TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Esperanza Condicional

Introducciéon

El concepto de Esperanza Condicional es bésico en la Teoria de la Probabilidad Moderna. Su
definicién fue formulada por Kolmogorov en su libro de 1933 (Foundations of the Theory of
Probability), en el cual estableci6 la formulacién axiomética de la Teorfa de la Probabilidad
que prevalece hasta nuestros dias. Como veremos més adelante, la definicién de la esperanza
condicional estd basada en el teorema de Radon Nikodym, publicado en el ano 1930. Ese
teorema fue la conclusién de la investigacién que inicié Lebesgue acerca de la condicién para
que una funcién sea una integral indefinida, la cual consiste en que esa funcién tiene que
ser absolutamente continua. Radon continué esa investigacién y establecié el ahora llamado
teorema de Radon-Nikodym para el caso de medidas en R". El resultado de Nikodym fue
mucho més general ya que lo formulé habiéndose desarrollado ya una teoria general de la
medida. Unicamente pasaron 3 afios para que Kolmogorov hiciera ver la importancia del
resultado de Nikodym en la teorfa de la probabilidad.

Ahora el concepto de esperanza condicional es una de las principales bases para el estudio e
incluso la definicién misma de los procesos estocdsticos, ya que precisamente se constituyé
en la herramienta central para tratar con variables aleatorias dependientes.

Antes de la formulacién moderna de la Teoria de la Probabilidad se trataba ya con dis-
tribuciones condicionales, aunque tinicamente se hacfa para el caso de variables aleatorias
que admiten una funcién de densidad. La primera referencia a un problema de este tipo se
encuentra en un articulo de Thomas Bayes, publicado en el ano 1763 y que lleva por titulo
An essay towards solving a problem in the doctrine of chances. En ese articulo Bayes buscaba
estimar la probabilidad de ocurrencia de un evento a partir de la frecuencia con la que el
evento habfa ocurrido; es decir, se trataba del mismo problema que habfa estudiado Jacques
Bernoulli, cuya solucién condujo a la Ley Débil de los Grandes Nimeros. Sin embargo, Bayes
abord¢ el problema desde otro punto de vista, basdndose en la idea de que cuando no se tiene
ninguna informacién acerca de la ocurrencia o no ocurrencia de un evento, su probabilidad
de ocurrencia se puede pensar como un numero que se elige al azar en el intervalo [0, 1].
Después de contar con informacion acerca de la ocurrencia del evento, esa probabilidad se
modifica. Es la idea central de lo que ahora se conoce como Estadistica Bayesiana.
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El problema que planteé Bayes es el siguiente:

Dado el niimero de veces en el cual un evento desconocido ha ocurrido y fallado,
encontrar la probabilidad de que su probabilidad de ocurrencia en un ensayo
esté comprendida entre dos valores dados.

Denotemos por p a la probabilidad de ocurrencia del evento en consideracién. De acuerdo
con la idea de Bayes, inicialmente p es una variable aleatoria con distribucién uniforme en
el intervalo [0, 1], de manera que el problema se puede plantear de la siguiente manera.

Denotemos por X al niimero de veces en que el evento ocurre en n observaciones y denotemos
por Y ala probabilidad de ocurrencia del evento. Entonces, dado un intervalo [a, b] contenido
en el intervalo [0,1] y k& € {0,1,2,...,n}, se trata de calcular la siguiente probabilidad
condicional:

Pla<Y <b| X =k
Lo que se conoce es lo siguiente:
PIX=k|Y =yl =()yd—y" "

Esto, no por la definicién de probabilidad condicional, sino simplemente porque el valor de
Y es la probabilidad de ocurrencia del evento en consideracion.

Para resolver el problema planteado, Bayes demostré que:

P(X=ka<Y <b)=['P(X=k|Y =y)dy= [, (})y"(1—y)" " dy

De aquf se sigue que:

PX=k) = [, (D" Q=g Frdy = (1) [y (1 =)y = A5
Y entonces:

Pla<Y <b| X =k = PEGREE — (n 1) (7) [ " (1 - y)"Fdy

Si definimos:

fxy(k|y)=P[X=Fk|Y =y

y denotamos por fy|x a la funcién de densidad de Y dado X, entonces el resultado de Bayes
puede escribirse en la siguiente forma:

Sxiy (kly) f
Friy | ) = PEEG

Asi que, para k € {0,1,2,...,n}, se tiene:



Frixy | k) = { WYL=y siye[0,1]
0

en otro caso

() QYA -yt sty e [0,]]

0 en otro caso
Obsérvese que al escribir fy|x(y | k), estamos considerando que £ es fija; la que varfa es y.
Ademds, como funcién de y, fy|x(y | k) es una funcién de densidad de una variable aleatoria
absolutamente continua; es decir, es no negativa y se tiene:

Jo frix(y | k)dy =1

La distribuciéon que corresponde a esta funcién de densidad es conocida como distribuciéon
beta; en este caso, con pardmetros k+ 1y n—k+ 1.

En la formulacién moderna, el concepto central no es el de distribucién condicional sino
el de esperanza condicional. Se trata, por ejemplo, de definir £ [X | Y], donde X y Y son
variables aleatorias; o, un poco mds general, E'[X | Y1,Ys,...,Y,], donde Y1, Y5, ...,Y, son
variables aleatorias. E'[X | Y1,Ys,...,Y,] expresa la esperanza de X dado que son conocidos
los valores de Y1,Y5,...,Y,. Planteado de esta forma, con una buena definicién, se esper-
arfa que F [X | Y1,Ys,...,Y,] sea una funcién de las variables aleatorias Y1,Ys,...,Y,; es
decir: E[X | Y1,Ys, ..., Y, = h (Y1, Ya,...,Y,), donde h es una funcién medible de R” en R.
Obsérvese que, en particular, E[X | Y7,Y5,...,Y,] serfa una variable aleatoria medible con
respecto a la o-dlgebra generada por las variables aleatorias Y7, Y5, ..., Y,. Inicialmente, X
es s6lo medible con respecto a la o-dlgebra F del espacio de probabilidad en el que estemos
trabajando. Veremos en la exposicién que sigue que esta nueva variable aleatoria es una
especie de proyeccién de X sobre la o-dlgebra o (Y1,Ys,...,Y,), la cual, en general, es més
pequena que la o-dlgebra original F. Veremos también que es una variable aleatoria que, en
promedio, se comporta como la variable aleatoria original.

Para el estudio de los procesos estocasticos, en los cuales interviene una infinidad de variables
aleatorias, no es suficiente con contar con una definicién de la esperanza de una variable
aleatoria X dado que son conocidos los valores de un nimero finito de variables aleatorias
que no son independientes de X; se requiere poder hacerlo también para el caso de una
infinidad de variables aleatorias. Veremos que la definicién general incluye este caso ya que
se define la esperanza de una variable aleatoria dada una o-dlgebra.



Definicién de la esperanza condicional

Sea (€2, P) un espacio de probabilidad completo y X una variable aleatoria de esperanza
finita.

Para motivar la definicién general, vamos a definir la esperanza condicional de X dada la
ocurrencia de un evento A de probabilidad positiva. Para esto observemos que la funcién
P, : & — R definida por P4(B) = P(B | A) es una medida de probabilidad, lo cual motiva
la siguiente definicién:

Definicién 1. Sea A un evento de probabilidad positiva y X una variable aleatoria de es-
peranza finita. Se define la esperanza condicional de X dada la ocurrencia del evento A,

E[X | A], mediante la relacion E [X | A] = [, XdPy.

Obsérvese que [, XdPy = ﬁ J4 XdP, de manera que F [X | A] puede interpretarse como
el promedio de los valores de X en el conjunto A.

Con esta definicién, E[X | A] tiene como valor un nimero real; es simplemente una ex-
tensién natural de la probabilidad condicional. El concepto que queremos definir es mucho
més general; podriamos continuar con una definicién de F [X | Y| donde Y es una variable
aleatoria. Esto ya tiene su dificultad para el caso de una variable aleatoria continua ya que,
en ese caso, tendriamos P [Y = y| = 0 para cualquier y € R, de manera que no podriamos
utilizar la definicién de probabilidad condicional para definir £[X | Y = y|. Vamos a pro-
ceder extendiendo la definicién anterior al caso de una familia finita de eventos mutuamente
excluyentes y de probabilidad positiva (esto equivale a definir F' [X | Y] para el caso en que
Y es una variable aleatoria discreta cuyo conjunto de posibles valores es finito). Veremos
entonces que la esperanza condicional queda caracterizada por determinadas propiedades,
las cuales permitirdan definir el concepto general.

Proposicion 1. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y Ay, As, ..., A, eventos
de probabilidad positiva, mutuamente excluyentes y tales que J;_, Ax = . Definamos la
funcion Z : Q — R mediante la relacion:

Z(W):E[X‘Ak] SiUJEAk
Entonces:

i) Z es una variable aleatoria medible con respecto a la o-algebra generada por los eventos
Ap, Ao, A

i1) Z tiene esperanza finita.
iii) [, ZdP = [, XdP para cualquier evento B € 0(A;, Ay, ..., Ay)

iv) Z es la unica variable aleatoria con las propiedades i, ii y iii.



Demostracion

La propiedad i es inmediata ya que Z = > _| E[X | A] L4,

i1) B(|1Z)) = B[S BIX | A L) = B[S, oy ([, XaP) L,

|

1. <SSV E H@ (S, XaP) Ln,|| < S0y B | 555 )fAk XdP‘ I,
= Y0 B | [y, XdP|| < S B[, 1X]dP] = fylx]dP = BIIX]] < o

iii) Sea B € 0(Aj, A, ..., A,), entonces o bien B es el conjunto vacio o bien se puede expresar
como una union finita de uno o més de los eventos Ay, As, ..., A,. Si B es el conjunto vacio
entonces la igualdad || g ZdP = / 5 XdP es evidente. Supongamos ahora que B = U;n:l Ay,
donde k; € {1,2,...,n} y los eventos Ay, , Ay,, ..., A, son ajenos. Entonces,

m

L. fB ZdpP = 27:1 fAkj ZdpP = 27:1 fAkj L [X | Ak]‘} ap
= Z;”zl FE [X | Akj] P(Akj) = Z;n:l fAkj XdP = fBXdP

iv) Sea Y una variable aleatoria con las propiedades i, ii y iii. Por la propiedad i, para cada
ke {1,2,...,n}, Y toma un valor constante, ay, sobre Ay, asi que, por la propiedad iii:

arP(Ag) = fAk YdP = fAk XdP

Por lo tanto, si w € Ay, se tiene

La variable aleatoria Z es llamada la esperanza condicional de X dada la oc—4&lgebra generada
por los conjuntos Aq, A, ..., A, y se denota por:

E [X | U<A17A27 D JATL)]

El resultado anterior nos dice que esta variable aleatoria queda caracterizada por las propie-
dades i, 12 y 1.

Ahora vamos a utilizar el teorema de Radon-Nikodym para extender la idea anterior.
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Se trata de resolver el siguiente problema:

Dado un espacio de probabilidad completo (2,3, P), una variable aleatoria X,

de esperanza finita, definida en ese espacio y una c—4dlgebra G contenida en F,
encontrar una variable aleatoria Z, de esperanza finita, definida en el espacio de
probabilidad (€2, G, P), que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Z es una variable aleatoria medible con respecto a la g-algebra §.
2. 7 tiene esperanza finita.

3. [, ZdP = [, XdP para cualquier conjunto B € G.

Como lo mencionamos antes, la existencia de una variable aleatoria Z con esas propie-
dades se demuestra utilizando el teorema de Radon-Nykodim; pero cabe aclarar
que lo que se demuestra es tinicamente la existencia de esa variable aleatoria;
el teorema no nos dice cé6mo se puede dar Z explicitamente. Esta es una de las
dificultades que hay al tratar con la esperanza condicional; queda caracterizada tinicamente
por las propiedades que tiene.

En algunos casos particulares se puede dar explicitamente la esperanza condicional e incluso
la distribucién condicional de una variable aleatoria. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se
calcula la esperanza condicional de una variable aleatoria dado que se conoce el valor de
otra variable aleatoria, cuando existe una funcién de densidad conjunta de las dos variables
aleatorias.

Pero el principal uso que tiene la esperanza condicional es en la teoria de los
procesos estocasticos, para definirlos y demostrar algunas de sus propiedades.

Definicién 2. Sean u y v dos medidas. Se dice que v es absolutamente continua con respecto
a p, lo cual serd denotado por v < p, si v(E) = 0 para cualquier conjunto medible E tal que
u(E) = 0.

Por ejemplo, si 1 es una medida definida sobre un espacio de medida (F, F) y f una funcién
medible no negativa, entonces la funcién v : & — R definida por v(E) = /, g Jdp es una
medida absolutamente continua con respecto a . El teorema de Radon Nykodim afirma
que el inverso de esta propiedad es vilido. Es un resultado que parece sorprendente por su
simplicidad; sin embargo no olvidemos el trabajo previo de mucha gente que permitio llegar
a este resultado.

La demostracién del teorema de Radon-Nykodim es algo laboriosa y requiere de la introduc-
cién de varios conceptos y resultados. Aqui unicamente lo vamos a enunciar para aplicarlo
después al estudio de la esperanza condicional.
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Teorema 1 (Radon-Nikodym). Sean p y v dos medidas definidas sobre el mismo espacio
medible (F, F). Supongamos que u es o-finita y que v es absolutamente continua con respecto
a p, entonces existe una funcion medible no negativa f tal que v(E) = [ 5 Jdu para cualquier
conjunto medible E.

Teorema 2 (Existencia de la esperanza condicional). Sea X una variable aleatoria de
esperanza finita, definida sobre (2,3, P), y G una sub o-dlgebra de ¥, existe entonces una
variable aleatoria Z, medible con respecto a G, de esperanza finita y tal que |, p ZdP = Il p XdP
para cualquier conjunto B € G. Ademds, si Y es otra variable aleatoria con las mismas
propiedades que Z, entonces Y = Z c.s.

Demostraciéon

Sean X y X~ la parte positiva y negativa, respectivamente, de X Definamos entonces las
medidas Q4 : G =Ry Q_ : § —R mediante las relaciones Q4 (B) = [, XTdP y Q_(B) =

f p X dP, respectlvamente. @+ y @_ son absolutamente contlnuas con respecto a P, de
manera que, por el teorema de Radon-Nikodym, existen dos funciones no negativas i
Q—RyZ :Q — R, G-medibles, tales que, Q(B fB ZydPy Q_( fBZ dpP
para cualquier B € §. En partlcular, tanto Z, como Z_ tienen esperanza ﬁmta Asi que
7 = Z, — Z_ satisface las condiciones del teorema.

Por otra parte, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que 7, entonces
[z YdP = [, ZdP para cualquier evento B € G, asi que Y = Z c.s.

Obsérvese que la propiedad f pZdP = f 5 XdP para cualquier conjunto B € G, se puede
escribir en la forma siguiente: £ [[pZ] = E [IpX] para cualquier conjunto B € G. De aquf se
sigue que si f : (©2,G) — R- es una funcién medible y acotada, entonces E [fZ] = E [fX].

Con el objetivo de familiarizarse con el concepto de esperanza condicional, vamos a ver cémo
se obtienen esperanzas condicionales de una variable aleatoria dado que se conoce el valor
de otra cuando existe una funcién de densidad conjunta. Esta parte es relativamente simple,
unicamente requiere manejar bien las funciones de densidad conjuntas, las series dobles y las
integrales dobles. Las propiedades mds importantes de la esperanza condicional las veremos
més adelante.



Esperanzas condicionales en el caso discreto

Proposicién 2. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas y g : R? — R una funcion
boreliana tal que g(X,Y') tiene esperanza finita. Definamos la funcion h : R — R de la
siguiente manera:

en otro caso

Mw:{zwu%w%%% i fy (y) > 0
0

donde 1, x3, . .. son los posibles valores de X . Entonces h(Y") es una version de la esperanza
condicional F [¢(X,Y) | Y].

Demostracion

Demostremos primero que h estd bien definida. En efecto, si 41, 92, . . . son los posibles valores

de Y, se tiene:

5, Yy lg(a )| PIX = 20, = y,] = Ellg(X,Y)]] < oo

Por lo tanto, ), |g(xk,y)| P [X = xx,Y = y| < 0o para cualquier y € R.

De manera que, si P[Y = y| > 0:

> |9(er )| Bl = s Yo lg(an )| P[X = 24, Y = 3] < o0
Demostremos ahora que la variable aleatoria h(Y") tiene esperanza finita. En efecto, se tiene:
E[h(Y)) = X, [h(y;)| PY = ;] < ¥, 5y lg(an, v7)| pes 74P [Y = y]
=20 2k l9(@k, ) | PIX =, Y = y;] = E[g(X, Y]] < o0

Sea ahora f : R +— R cualquier funcién acotada. Se tiene entonces:
E[fV)AY)] =32 Fy)h(y) P Y = yj]

=2 [ W) 2o 9(@n, y) P [X = a1, Y = ]

=2 ix Fw)g(ar, y) P [X = 21, Y = y;] = E[f(Y)g(X,Y)]

Ejemplo 1. Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que contiene N
tarjetas numeradas del 1 al N, donde N es un nimero entero mayor que 1. Sean X y Y el
menor y mayor, respectivamente, de los nimeros de las tarjetas seleccionadas. Encuentra:

a) EIX Y]
b) E[Y | X]



Solucién

La funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y") estd dada por:

2 : 1,...,N}
_ ) vwop ST <Y, z,y€{1,...,
fxy(x,y) { 0 en otro caso

a. Paray € {2,..., N}, se tiene:

fY(y) = Zi\/:1 fX,Y(x>y) = ZZQ N(]\Qz_l) = N(]\%—l) (y - 1)

Asi que:
N x, -1
hly) = T w5 G = s T e =

Por lo tanto:

E[X|Y]=1ly.

b. Para z € {1,..., N — 1}, se tiene:

fx(@) =00 frv(@y) = X0 o = v (N — )
Asi que:

R Sy lren — s v )

Por lo tanto:

EY | X]=3iX+L(N+1).

Ejemplo 2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion
geométrica de parametro p. Encuentra E[X | min(X,Y)].

Solucion

Para z € {0,1,...}, se tiene:

Pmin(X,Y)=2]=2P[X > 2 Y =z2]+P[X =2Y =]
=2(1—p)"'p(1 —p)* +p*(1 = p)* = p(1 — p)**(2 — p)
Asi que:

, o - 00 P[X=z,min(X,Y)=z]
E[X [ min(X,Y) = 2] = Y00 aZi o)

5 [Z;O:szP[X:an:Z]-f—ZP[X:z,YZzH

= Plmin(X,Y)=z]
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= p(lfp)%z(pr) [pz(l —p)* > (1 —p)+zp(l— p)QZ]

2 z+1 pz z
:m[ﬁ(l—p) (1—-p)" pp—erl*‘Zp(l—p)Z]

_ p@2—p)z+(1-p) _ 1-p
- p(2—p) =z p(2—p)°

Por lo tanto, £ [X | min(X,Y)] = min(X, V) + 42

Esperanzas condicionales en el caso absolutamente continuo

Proposicién 3. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion de den-
sidad congunta fxy y g : R? — R una funcion boreliana tal que g(X,Y") tiene esperanza
finita. Definamos la funcion h : R +— R de la siguiente manera:

o vy g SEf(y) >0y
T = 2 9@ y)| fxy (2, y)de < oo
0 en otro caso

h(y) =

Entonces h(Y') es una version de la esperanza condicional E [g(X,Y) | Y].

Demostraciéon

Recordemos que, siendo la funcién fx y integrable, por el teorema de Fubini, el conjunto de
puntos y € R para los cuales la funcién = — fxy(z,y) no es integrable, tiene medida cero.
Ademas:

Frly) = oo fxy(@oy)de si [7) fxy(z,y)de < oo
vy 0 en otro caso

Definamos los siguientes conjuntos.

A={yeR: fy(y) >0}

B = {y eR: [7 |g(z,v)| fxy(z,y)dz < oo}

C = {y eR: [T fxy(z,y)de < oo}

Dy, ={zeR: fxy(z,y) >0}

Como mencionamos antes, C° tiene medida cero. Ademsés:

2 5 9z, y)| Fxy (2, y)dady < oo

Asi que, por el teorema de Fubini, B¢ tiene medida cero.
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Por otra parte, si y € A°N C, entonces ffooo fxy(z,y)dx =0, ast que D, tiene medida cero.

También por el teorema de Fubini, h es una funcién boreliana, asi que h(Y") es una variable
aleatoria.

Demostremos que h(Y) tiene esperanza finita. En efecto, se tiene:
J2 By W) dy = [4pee (@] (v)dy
< Jansne [ 9@, 9)] fxy (2, y)dody

< f f l9(z,9)| fxy(x,y)dedy < oo

Sea f : R — R cualquier funcién boreliana acotada. Entonces:

E[f(Y = [% FW)h(y) fy (y)dy
fAmBmcf ) [75 9(a,y) fxy (2, y)dady
= Janc fon FW)g(a,y) fxy (@, y)drdy
= [anc Jo, FW)9(@,y) fxy (x,y)dzdy
= Jo Jp, FW)g(w. ) fxy (2, y)dzdy
= Jo JZo FW)9(,y) fxy (2, y)dwdy
= [2 5 fW)g(e.y) fxy (z,y)dedy = E[f(Y)g(X,Y)]

Asi que h(Y') es una version de la esperanza condicional F [¢(X,Y) | Y].

Ejemplo 3. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta dada
por:

Ne M si0<z<y
ny(CE,y) - { 0 en otro caso

Encuentra F[X +Y | Y — X].

Solucién

1v2, —IX(utv) ;
. I B 9 S si0<v<u
fxivy-x(u,v) = 3t (Tvv Tv) - { 2 0 en otro caso

fr—x() = [7 %/\26_%A(“+“)du = e N
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f (u]v) = %)\e’%’\(“’”) si0<v<u
X+Yy =X 0 en otro caso

EX+Y|Y-X=0u=[7 %)\ue_%’\(“_”)du =v+3

Asfque, E[X+Y |Y - X]=Y — X + 2.

Ejemplo 4. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion
normal estandar. Encuentra E[X™ | X? + Y?| para cualquier n € N.

Solucion

Busquemos una funcion h tal que E[R(X?+Y?)f(X?*+Y?)] = E[f(X?+Y?X"]| para
cualquier funcion boreliana f acotada.

Como X? +Y? tiene distribucion exponencial con pardmetro A = %, se tiene:
ERX*+Y)f(X2+Y?)]=1["h Ye~2dz.
Ef(X?24+Y?)X" =+ [ [ f(a? +y)xe§x+y dzdy

= I )r" cos™ G2 rdfdr = =5 fozw L (r2) e~z cos™ Odfdr

= C’foo rtf(r?)e 2 2" dr = %fooo z%”f(z)e_%zdz
donde C' = 0 " cos™ 0df.

Por lo tanto, h(z) = Cz2". Es decir:

EIX"| X2 4+Y?2 =C(X2+Y?)?

Para n impar, se tiene f027r cos™ 0df = 0.

Para n par, se tiene [ cos™ 0df = + cos™ Osen + =L [ cos" 2 0df. Asi que:

JoT cos™ 0dg = =L §'720d0 = - = 15 lor = 0l o

’ o GO

Por lo tanto:

2 2\ 2 .
e i A
0

St m es impar
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Propiedades de la esperanza condicional

La siguiente proposicién muestra que la esperanza condicional tiene propiedades similares
a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las propiedades que
podrian esperarse con una buena definicién, por corresponder a la idea intuitiva del concepto.
Finalmente, se muestran otras propiedades especificas de la esperanza condicional, las cuales
no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

Proposicién 4 (Propiedades de la esperanza condicional). Sean X y Y dos variables
aleatorias de esperanza finita, G y 'H dos subo-dlgebras de S y ¢ una constante. Se tienen
entonces las siguientes propiedades:

i) Elc|G] =c.

i) E[cX | G] = cE[X | G).

i) EIX+Y |G|=F[X |G|+ E[Y ]G]

iv) Si X es G-medible, entonces F [X | G] = X.

v) E[E[X | G]] = E[X].

vi) Si G C H, entonces E[E[X |'H] | G] = E[X | G].

vii) i X es independiente de G, entonces F [X | G] = E [X].
viii) Si X <Y, entonces E[X | G] < E[Y | G.

iz) |[E[X | G]| < E[|X]]G].

Demostracion
1, i1, 111 y tv son inmediatas de la definicién de esperanza condicional.

v también se sigue inmediatamente de la definicién de esperanza condicional; en efecto, sabe-
mos que [, E[X | G]dP = [, XdP para cualquier conjunto B € G, asi que, en particular,
se tiene:

EIE[X |G = [,E[X|GldP = [, XdP = E[X]

Para probar vi, sean Z una versién de la esperanza condicional de X con respecto a H, Y
una versién de la esperanza condicional de Z con respecto a G y B € G. Entonces:

[, YdP = [, ZdP = [, XdP

Asi que Y es una version de la esperanza condicional de X con respecto a G.
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Para probar vii, sea B € G. Se tiene entonces:
fBE[X] dP = FE[X|E|[lg]| = F[XIp] = fBXdP
Asi que E'[X] es una versién de la esperanza condicional de X con respecto a G.

Para demostrar viii, sea U una versién de la esperanza condicional de X con respecto a G
y V una versién de la esperanza condicional de Y con respecto a G, entonces, si B € G, se
tiene:

[UdP = [, XdP < [,YdP = [, VdP

Como U y V son G-medibles, se tiene U <V c.s.

Para demostar iz, se tiene | X| > X y |X| > —X, asfi que E[|X||G] > E[X |G|y
E[|X|| 6] > — [X | Gl; por lo tanto, E[1X| | 6] > |E[X | G]I.

Las siguientes proposiciones generalizan la propiedad béasica de la esperanza condicional.

Proposicion 5. Sea X es una variable aleatoria de esperanza finita, G una subo-dlgebra de
Sy Z una version de la esperanza condicional de X con respecto a G, entonces E W Z| =
E [WX] para cualquier variable aleatoria acotada W G-medible.

Demostraciéon

Observese primero que, en esta demostracién, X y Z son variables aleatorias fijas. Lo que
queremos demostrar es que la relacion £ [WZ] = E [W X] se cumple para cualquier variable
aleatoria acotada W G-medible.

Si ¢ =3 ,_, xxlp, es una variable aleatoria simple G-medible, se tiene:
ElpZ] = E[} vl Z] =3 o E [Ip, 7]

=Y B [Ip X] = E [} axlp, X] = E[pX]

Asi que se cumple la relacién para .

Si W es una variable aleatoria acotada no negativa G-medible, existe una sucesiéon no decre-
ciente de variables aleatorias simples no negativas (¢,,), oy tal que la sucesion (¢, (w))
converge a W (w) para cualquier w € €. Por lo tanto, las sucesiones (¢, Z), o ¥ (©,X) en
son también no decrecientes y convergen puntualmente a W2 y W X respectivamente. Asi
que, por el teorema de la convergencia monétona, se tiene:

neN

EWZ| = Elimy, 0 ¢, 2] = lim; o0 E [, Z] = lim,, 00 F [, X]

n

= Elimy 0 0, X] = E[WX]



15

Finalmente, si W es una variable aleatoria acotada G-medible cualquiera, W* y W~ son
también variables aleatorias acotadas G-medibles. Asi que, siendo no negativas, se tiene:

EW*Z] = E[W*X]
EW~-Z] = E[W~X]
Por lo tanto:
EWZ|=E[W*Z]|—E[W - Z]=EW'X]| - E[W-X| = E[WX]

Proposicion 6. Sea G una subo-dlgebra de ¥, X una variable aleatoria de esperanza finita
y Y una variable aleatoria G-medible tal que Y X tiene esperanza finita, entonces Y E [X | G]
tiene esperanza finita y E[YX | G| =YFE[X | G].

Demostracion

Supongamos primero que X y Y son no negativas y sea Z una versién de la esperanza
condicional de X con respecto a G. Se tiene entonces E [WZ | G] = E [WX] para cualquier
variable aleatoria acotada W G-medible. En particular, si B € G y W es una variable aleatoria
simple G-medible, se tiene:

[,WZdP = [, WXdP

Por otra parte, Y es el limite de una sucesién no decreciente, (W), oy de variables aleatorias
simples no negaivas G-medibles, asi que, para cadan € Ny B € G, se tiene:

[ WaZdP = [, W,XdP

Uilizando el eorema de la convergencia monétona, tomando limites cuando n tiende a infinito
se obtiene:

[,YZdP = [, Y XdP

lo cual implica que Y Z tiene esperanza finita y es una versiéon de la esperanza condicional
de Y X con respecto a G.

Para el resultado general, se puede escribir
YX=Y"T-Y ) (XT-X)=YV"Xt+Y X -V X —-Y X+
Ademss, (YX)F =Y Xt 4+ Y X"y (YX) =Y "X +Y X*, asf que, como X y YX

tienen esperanza finita, X, X7, YT X1 Y- X~ YT X~ y Y~ X' también tienen esperanza
finita, por lo tanto se puede aplicar, en cada caso, la primera parte de la demostracion.
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Proposicién 7 (Teorema de la convergencia monétona). Sea G una sub o-dlgebra de
Sy {Xu},en una sucesion mondtona creciente de variables aleatorias de esperanza finita
tales que X = lim,,_,, X,, tiene esperanza finita. Entonces:

lim, .o B[X, | G] = F[X | G]
Demostraciéon

Sea Z una version de la esperanza condicional de X con respecto a G y, para cada n € N,
Z, una versién de la esperanza condicional de X, con respecto a G. Siendo la sucesién
{Z,},,cny monodnotona creciente, el limite Z* = lim, .« Z,, existe. Ademds, como Z, < Z
para cualquier n € N, entonces Z* < Z.

Ahora bien, las sucesiones {Z — Z,}, .y ¥ {X — X, },cy son no negativas, monétonas de-
crecientes y estdn acotadas por Z — Z; y X — Xy, respectivamente, de manera que, por el
teorema de la convergencia dominada, se tiene:

Wm0 E(Z — Z,) = E(Z — Z)
1m0 E(X — X,,) =0

Pero, como Z — Z,, es una version de la esperanza condicional de X — X, con respecto a G,
se tiene E(Z — Z,) = E(X — X,,). Asi que E(Z — Z*) = 0. Por lo tanto Z* = Z c.s.

Corolario 1. Sea G una sub o-dlgebra de S y {X,,}, oy una sucesion mondtona decreciente
de variables aleatorias de esperanza finita tales que X = lim,,_. . X,, tiene esperanza finita.
Entonces:

lim, e E[X, | G] = E[X | G]

Proposicién 8 (Lema de Fatou). Sea G una sub o-dlgebra de S y {X,,}, o una sucesion
de variables aleatorias no negativas de esperanza finita tales que liminf X,, tiene esperanza
finita. Entonces:

E[liminf X,, | G] <liminf F [X,, | G
Demostraciéon

La sucesién Y, = inf {X, : j > n} es moné6tona creciente y liminf X, = lim,,_, Y}, asi que,
por la proposicién 7, E [liminf X, | G] = lim,, o F'[Y, | G].

Por otra parte, Y,, < X; para cualquier j > n, asi que E[Y,, | G| < mf{E[X; |G| :j > n}.
Por lo tanto,

E limfnf X,, | G] = lfmy o0 E[Y, | ]
<lim, . f{E[X; | G]:j>n}=I1lminf F[X, | G].
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Proposicién 9. Sea G una sub o-dlgebra de 3, Y una variable aleatoria no negativa de espe-
ranza finita y { X, },cn una sucesion de variables aleatorias tales que | X, | <Y ylim, . X,
existe c.s.. Entonces lim,, .o, E[| X, — X| | G] =0, donde X = lim,, o, X,.

Demostracién

Para cada n € N sea Z,, = 2Y — | X, — X|, entonces, por la proposicién 8, se tiene
2E[Y | G] = Elimy, o0 Z,, | G]

<liminf E[Z, |G] =2E[Y | G] — limsup E[| X,, — X| | G].

Asi que,

limsup £ [|X,, — X| | G] =0

Corolario 2 (Teorema de la convergencia dominada). Sea G una sub o-dlgebra de ¥,
Y una variable aleatoria no negativa de esperanza finita y { Xy}, o una sucesion de variables
aleatorias tales que | X,| <Y ylim, . X, existe c.s.. Entonces:



